
    ESTRUCTURAS DISCRETAS



ALGEBRA BOOLEANA

Es un séxtuplo (A, +, *, ’, 0, 1), tal que para todo a,b,c elementos de A, se tiene:

1) Propiedad conmutativa

a + b = b + a 
y   a * b = b * a 
2) Propiedad de identidad

a + 0 = a 
y   a * 1 =  a
3) Propiedad del complemento
a + a’ = 1 
y   a * a’ = 0
4) Leyes distributivas

a * (b+c) = (a*b) + (a*c)     y   
a + (b*c)  = (a+b) * (a+c)
Teorema: Sea (A, +, *, ’, 0, 1) un álgebra booleana y sean a, b y c elementos de A, entonces:

1) Propiedad de idempotencia
a +a = a 
y   a * a =  a 
2) Propiedad de acotamiento
a + 1 = 1 
y   a * 0 =  0
3) Propiedad de absorción

a + (a*b) = a 
y   a * (a+b) = a
4) Propiedad asociativa

a + (b+c) = (a+b) + c 
y   a * (b*c) = (a*b) * c
5) Unicidad del complemento

 


Si  

a+x = 1   y   a*x = 0, entonces x = a’ 




y si además,  
a+y = 1   y   a*y = 0, entonces x = y = a’
6) Propiedad de involución
(a’)’ = a
7) Propiedad de los opuestos
0’ = 1

y
1’ = 0
8) Leyes de Morgan

(a+b)’ = a’ * b’  y
(a*b)’ = a’ + b’ 
Teorema: Relación entre álgebras booleanas y retículos booleanos

1) Dada un álgebra booleana (A, +, *, ’, 0, 1), es posible definir un retículo booleano ( A, ≤ ), donde para cada a y b elementos de A:

 

a ≤ b   si y solo si
a+b = b

2) Dado un retículo booleano ( A, ≤ ), es posible definir un álgebra booleana (A, +, *, ’, 0, 1), donde para cada a y b elementos de A:
a+b  =  a ( b  

a*b  =  a ( b 

a’= a’ 

1 = I

0 = 0

Ejemplo:

Sea L = P(S) donde S es un conjunto no vacío.

Si A y B son elementos de L, entonces:

1) Se tiene el álgebra booleana (L, (, (, c, ( , S) y se puede definir el retículo booleano ( L, ( ), donde:
A ≤ B  
si y solo si
A+B = B, 
es decir:

 

A ( B 
si y solo si 
A(B = B
3) Dado el retículo booleano ( L, ( ), es posible definir el álgebra booleana (L, (, (, c, ( , S), con:
A+B = A ( B = A(B

A*B = A ( B = A(B

A’ = Ac 
0 = 0 = (
1 = I = S

Teorema: Sean (A1, +, *, ’, 0, 1) y (A2, +, *, ’, 0, 1) dos álgebras booleanas, entonces:

 (A1 x A1, +, *, ’, 0, 1) es un álgebra booleana si:

(a1, a2) + (b1, b2) = (a1 * b1, a2 * b2)

(a1, a2) * (b1, b2) = (a1 * b1, a2 * b2)

    (a1, a2)’ = (a1’, a2’)

        0  = (0, 0)

       1  = (1,1)
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